
Homomorphietypen

Wie immer bei Abbildungen sind auch für die Homomorphismen die Eigen-
schaften injektiv, surjektiv und bijektiv von besonderem Interesse. Hier haben
sich eigene Sprechweisen etabliert:

Definition (Abbildungseigenschaften von Homomorphismen)
Ein Homomorphismus ϕ : A → B heißt

(1) ein Monomorphismus, falls ϕ injektiv ist,

(2) ein Epimorphismus, falls ϕ surjektiv ist,

(3) ein Isomorphismus, falls ϕ bijektiv ist.

Zwei Strukturen A und B heißen isomorph, in Zeichen A > B, falls es einen
Isomorphismus ϕ : A → B gibt. Wir schreiben auch ϕ : A > B, falls ϕ ein
Isomorphismus zwischen den Strukturen A und B ist.

Sind zwei Strukturen isomorph, so unterscheiden sie sich nur in den Namen
ihrer Elemente. Ist ϕ : A → B ein Isomorphismus, so geht die Struktur A in die
Struktur B über, wenn wir jedes Element a von A in ϕ(a) umbenennen. Damit
stimmen die Strukturen in allen Eigenschaften überein, die sich mit Hilfe der
Operationen, Relationen und Konstanten formulieren lassen. Sind zum Beispiel
A und B isomorphe Gruppen, so ist A genau dann Abelsch, wenn B dies ist. Sind
zwei Ringe isomorph, so ist der eine genau dann nullteilerfrei, wenn der andere
dies ist. Sind zwei partielle Ordnungen isomorph, so sind beide Ordnungen li-
near oder beide Ordnungen nicht linear, usw.

Ein Homomorphismus kann eine Struktur in sich selbst abbilden. Für diesen
Spezialfall gibt es zwei weitere Sprechweisen:

Definition (Endomorphismus, Automorphismen)
Ein Homomorphismus ϕ : A → A von einer Struktur A in sich selbst heißt
ein Endomorphismus. Ist ϕ zudem bijektiv (d.h. ein Isomorphismus), so heißt
ϕ ein Automorphismus.

Ein Endomorphismus muss eine Struktur homomorph in sich selbst abbilden.
Die bloße Übereinstimmung der Träger genügt nicht. Der Ordnungsisomor-
phismus ϕ : (Z, <) → (Z, >) mit ϕ(a) = −a für alle aPZ ist kein Endomorphismus.

Auch für Homomorphismen verwenden wir unsere liberalen Sprechweisen.
Wir schreiben zum Beispiel: „Sei ϕ : G → G′ ein Gruppen-Homomorphismus.“
statt: „Sei ϕ : (G, +, e) → (G′, +′, e′) ein Gruppen-Homomorphismus.“ Zudem be-
zeichnen wir die Operationen, Relationen und Konstanten auf beiden Seiten ei-
nes Homomorphismus oft gleich, obwohl sie in der Regel verschieden sind.

Beispiele für das Quintett „Mono, Epi, Iso, Endo, Auto“ werden wir im weite-
ren Verlauf kennenlernen.
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Gruppen-Homomorphismen

Wir betrachten nun Homomorphismen zwischen Gruppen genauer. Die erste
Beobachtung ist:

Satz (automatischer Erhalt des neutralen Elements)
Seien (G, +, e), (G′, +′, e′) Gruppen, und sei ϕ : G → G′ derart, dass

∀ a,bPG ϕ(a + b) = ϕ(a) +′ ϕ (b).

Dann gilt ϕ(e) = e′, sodass ϕ ein Gruppen-Homomorphismus ist.

Beweis
Da ϕ die Gruppenoperation respektiert, gilt

ϕ(e) = ϕ(e + e) = ϕ(e) +′ ϕ (e).

Nach der Kürzungsregel in G′ ist also ϕ(e) = e′.

Analog zeigen wir:

Satz (Erhalt von Inversen)
Sei ϕ : G → G′ ein Gruppen-Homomorphismus. Dann gilt

ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 für alle a P G.

Beweis
Sei a P G, und sei b = a−1. Dann gilt

ϕ(e) = ϕ(a + b) = ϕ(a) +′ ϕ (b).

Damit ist ϕ(b) invers zu ϕ(a) in G′, sodass

ϕ(a−1) = ϕ(b) = ϕ(a)−1.

Wir können also zuerst das Inverse von a in G bilden und es dann mit ϕ nach
G′ transportieren. Oder wir können zuerst a mit ϕ nach G′ schicken und dann in
G′ das Inverse von ϕ(a) bilden. Beide Wege sind äquivalent.

7. Strukturerhaltende Abbildungen 145

© Oliver Deiser Einführung in die Mathematik 2.2


	Inhalt
	3. Abschnitt Mathematische Strukturen
	1. Äquivalenzen
	Relationale Strukturen
	Äquivalenzrelationen
	Zerlegungen einer Menge
	Kongruenzrelationen
	Übungen

	2. Ordnungen
	Partielle Ordnungen
	Hasse-Diagramme
	Lineare Ordnungen
	Endliche Folgen
	Schranken
	Dichte Ordnungen
	Ordnungen aus beliebigen Relationen
	Elemente der Ordnungstheorie
	Übungen

	3. Algebraische Strukturen
	Operationen
	Operationstafeln und Translationen
	Halbgruppen
	Monoide
	Beispielsammlung
	Transformationen auf endlichen Mengen
	Produktstrukturen
	Die Potenzbildung
	Orbits unter einer Transformation
	Übungen

	4. Gruppen
	Invertierbare Elemente eines Monoids
	Invertierungsregeln
	Die Kürzungsregeln und das Lösen von Gleichungen
	Negative Exponenten
	Gruppen
	Die invertierbaren Elemente eines Monoids
	Gruppentafeln und Lateinische Quadrate
	Die Gruppenaxiome
	Kommutative Strukturen
	Notationen
	Die Rechenregeln für Brüche
	Übungen

	5. Ringe und Körper
	Ringe
	Rechenregeln in Ringen
	Körper
	Die Charakteristik eines Körpers
	Schiefkörper, Quaternionen und Oktaven
	Polynomringe
	Übungen

	6. Unterstrukturen
	Abgeschlossene Mengen und Unterstrukturen
	Algebraische Unterstrukturen
	Kriterien für Unterstrukturen
	Der Satz von Lagrange
	Normalteiler
	Analyse der Permutationsgruppe S3
	Der Abschluss einer Menge
	Übungen

	7. Strukturerhaltende Abbildungen
	Allgemeine Homomorphismen
	Homomorphietypen
	Gruppen-Homomorphismen
	Die Automorphismen der Permutationsgruppe S3
	Kern und Bild
	Die Homomorphiesätze
	Ring- und Körper-Homomorphismen
	Ideale in Ringen
	Algebraische Strukturen als Transformationsstrukturen
	Übungen

	8. Zyklische Gruppen
	Zur Klassifikation endlicher Gruppen
	Zyklische Gruppen
	Der Chinesische Restsatz
	Übungen

	9. Angeordnete Körper
	Die Anordnungsaxiome
	Rechenregeln in angeordneten Körpern
	Anordenbarkeit eines Körpers
	Vollständig angeordnete Körper
	Metrische Vollständigkeit
	Übungen


	4. Abschnitt Mengenlehre
	1. Endliche Mengen
	Das Schubfachprinzip
	Identifizierungen
	Elementare Mächtigkeitsbestimmungen
	Graphentheoretische Zählungen
	Übungen

	2. Endliche Kombinatorik
	Einführung
	Mengen aus Tupeln
	Urnen-Modelle
	Endliche Wahrscheinlichkeitsräume
	Multinomial-Koeffizienten
	Surjektive Tupel und die Einschluss-Ausschluss-Formel
	Übungen

	3. Unendliche Mengen
	Dedekind-Unendlichkeit
	Abzählbar unendliche Mengen
	Überabzählbare Mengen
	Mächtigkeitsvergleiche
	Die Kontinuumshypothese
	Übungen

	4. Die Axiome der Mengenlehre
	Die Russell-Zermelo-Antinomie
	Die Zermelo-Fraenkel-Axiomatik
	Instanzen des Komprehensionsschemas
	Wegfall des Russell-Zermelo-Paradoxons
	Echte Klassen
	Reguläre Mengen
	Übungen

	5. Ein Fundament der Mathematik
	„Alles ist eine Menge“
	Einfache Mengenbildungen
	Natürliche Zahlen als Mengen
	Ganze und rationale Zahlen als Mengen
	Reelle Zahlen als Mengen
	Analyse der Konstruktionen
	Übungen

	6. Das Auswahlaxiom
	Äquivalenzen und Folgerungen des Axioms
	Das Zornsche Lemma
	Die relative Widerspruchsfreiheit des Auswahlaxioms
	Konsequenzen für die Maßtheorie
	Übungen


	Anhänge
	1. Symbolverzeichnis
	2. Index


