
B*i = (B i ∪ Íj ≤ k, g( j ) = i C j ) − int(T).

Dann sind alle B*i abgeschlossen und nach Konstruktion und Wahl
der C i ist >i ≤ n B*i = ∅ (!).

Wir nutzen nun aus, dass f(x) ein Randelement von B ist, und verteilen
die entfernte Menge int(T) durch eine Projektion neu:

Wegen f(x)Pbd(B) existiert ein zP int(T) mit z¸B.
Für yPbd(T) sei s(z, y) = { λ y + (1 − λ )z | 0 ≤ λ ≤ 1 }.
Wir setzen dann für i ≤ n:

B ′ i = (B*i ∪ ÍyPbd(T), yPB*i s(z, y) ) ∩ B.

Dann ist B ′0 , …, B′n wie gewünscht.

Sei dann A′ i = f −1″ B′ i für alle i ≤ n, wobei B′0, …, B′n wie in (✤).
Dann ist jedes A′ i abgeschlossen und nach Konstruktion gilt:

(i) Íi ≤ n A′ i = S,

(ii) >i ≤ n A′ i = ∅ ,

(iii) A′ i − Uδ(x) = A i − Uδ(x) für alle i ≤ n.

Wegen (iii) gilt immer noch (##) aus dem Schnittsatz für A′0, …, A′n .
Also ist >i ≤ n A′ i ≠ ∅ nach dem Schnittsatz, im Widerspruch zu (ii).

Das Projektionsargument im letzten Teil des Beweises von (✤) findet sich bereits bei
[Lebesgue 1911]. Lebesgue hatte aber übersehen, dass zuerst der Rand von T neu verteilt
werden muss. Obiger Beweis folgt der Darstellung [Sperner 1928].

Ein topologischer Dimensionsbegriff

In der Topologie entwickelte sich durch Arbeiten von Brouwer, Urysohn,
Menger, Čech, Lebesgue und anderen eine allgemeine Dimensionstheorie. Die
sog. Menger-Urysohn-Dimension ind(-) ist für alle regulären Hausdorff-Räume
(siehe Anhang 4) - wie folgt definiert:

(i) ind(〈∅ , ∅〉 ) = − 1,

(ii) ind(〈X, 8〉 ) = „das kleinste nPN mit:

für alle xPX und alle UP8 mit xPU gibt es ein VP8 mit:

xPV, cl(V) ⊆ U und ind(〈bd(V), 8|bd(V)〉 ) < n “.

Man kann zeigen, dass unter dieser Definition ind(Rn) = n für alle nPN gilt.
Die Definition ist weiter auch konsistent mit unserer früheren Definition von

„nulldimensional“, da offene und zugleich abgeschlossene Mengen einen leeren
Rand haben.

Zur Geschichte der Dimensionsproblematik siehe [ Katetov / Simon 1997 ]
und [ Crilly 1999 ]. Die ersten mathematischen Versuche zur Fassung des Di-
mensionsbegriffs finden sich − einmal mehr − bei Bolzano.
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